ET lll-Kap.1.6-F1

Netzwerke bei mehrwelliger Erregung
Problemstellung

Bisher wurde bei der Berechnung von WS - bzw. DS -
Netzwerken vorausgesetzt, dass alle Quellen die gleiche
Frequenz besitzen

In der Praxis kdnnen aber auch Quellen mit
unterschiedlichen Frequenzen in einem Netzwerk
auftreten

z.B.

e durch Regelabweichungen der Quellen

e durch Oberwellen
(z.B. infolge nichtlinearer Systemelemente)

e durch nichtsinusformige Quellen
(z.B. Impulse, Zindvorgange)

Berechnung derartiger Vorgange bzw. Netzzustande ist
durch eine entsprechende Analyse, spezielle Uberlage-
rungen und Transformationen (z.B. Fouriertransformation)
moglich
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Analyse bei mehrwelliger sinusférmiger Erregung

Annahme: n - Quellen (n > 2) unterschiedlicher
Frequenz (harmonische Schwingungen)

or=k-o; mtk=1,2,3...n

Vorgehensweise: es gilt der Uberlagerungssatz

@ Netzwerksanalyse und Berechnung (vorzugsweise in
der komplexen Ebene) in der jeweils nur die Wirkung
der Quellen einer Frequenz (z.B. ok = ®,)
bertcksichtigt wird, die Quellen mit anderen
Frequenzen werden kurzgeschlossen bzw.
herausgetrennt. Variation von k = 1...n.

@ Umwandlung der komplexen Ergebnisse in den
Zeitbereich

® Uberlagerung der fir die einzelnen Frequenzen
berechneten Stréme und Spannungen im Zeitbereich
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WS-Kreis mit mehrwelliger Erregung — Beispiel

zwei WS-Quellen mit unterschiedlicher Frequenz (w1;m2)

T ICI °

©;

Ua

pd
~

ges.: ua(t)

Rechenweg: Uberlagerungsverfahren
(mit Zwischenschritten — Transformation in komplexe Ebene und
Rucktransformation in Zeitbereich)

U R 1
® nur ugy — == = — > Ug = Ugs-

Sar R-JGc 1+( L )2

1
Qa1 = Pg1 T arctan(m)

- Ug (£) = V2 Uy - cos(wit + @q1)

U R 1

Yoz R-Jgc 1+( L )2

1
Paz = Pg2 + arctan(wZCR)

= Ug(t) = V2 Ugz * cos(wat + @g3)

® Uberlagerung

Ug(t) = Ua1 (t) + Ugz (1)
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Analyse periodischer nichtsinusformiger Zeitfunktionen

Basis: Fouriertransformation
periodische Zeitfunktion allgemein: f(t) = f(t + Ty)
wobei Ty — Periodendauer

falls f(t) stickweise differenzierbar — Darstellung durch sog. Fourierreine
ft)=Cy+ z Ay - cos(kwyt) + Z By, - sin(kwgt)
k=1 k=1

wobei w, = ZT—” — s0g. Grundschwingung
0

@ zeitunabhangiges Glied: (sog. Gleichanteil)
t1+T,

Co = f()at

@ harmonische Teilschwingungen:

t1+Ty

Ay = T% j f () - cos(kwyt) dt
t1

t1+To
B, = T% j f(t) - sin(kwyt) dt
t1
sowie:
Cp = /A,Z; + B?
und

By,
Qi = arctan(A—
K

® Gesamtdarstellung:

f(t) =Cy+ z Cy - cos(kwot — @y)
k=1
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Analyse periodischer nichtsinusformiger Zeitfunktionen (2)

Fouriertransformation

f(t) =Cy+ z Cy - cos(kwot — @y)
k=1

diese Transformation f(t) — F(w) ermdglicht die Funktionsdarstellung
Im Zeitbereich einer Funktionsdarstellung im Frequenzbereich
gegentberzustellen und umgekehrt.

Im Frequenzbereich bedeuten: Cy. Cj - das Amplitudenspektrum
@ - das Phasenspektrum

Schwingung mit der
tiefsten Frequenz

k=1, w; = wy

Grundschwingung bzw.
1. Harmonische

Schwingung mit der
zweitniedrigsten
Frequenz

k=2, (I)2=2(U0

1. Oberschwingung bzw.
2. Harmonische

Schwingung mit der
drittniedrigsten
Frequenz

k=3;(1)2=3(,00

2. Oberschwingung bzw.
3. Harmonische

allgemein

(k-1)-te Oberschwingung bzw.
k-te Harmonische

welche Harmonische auftreten kdnnen, hangt von der Art der
Zeitfunktion f(t) ab, Unterscheidung zwischen geraden und ungeraden

Funktionen

@ gerade Funktionen f(—t) = f(t)

—> B, =0 dasin(-a)=-sin(a)

@ ungeraden Funktionen f(—t) = —f(t)

A, =0 und Cy =0

da cos (-a) = cos (@)

fi-t) f(t)
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Analyse periodischer nichtsinusférmiger Zeitfunktionen (2)

Beispiel: periodische Rechteckspannung

uft)

u(t) ist eine gerade Funktion - Bx =0

+Ty/2 +7/2
1 1 U [t T T
Co =— t)ydt =— tydt=—-|=-—\|—=)|=U—
0 Toju() TOJ”() T, 12 (2)] T,
~Ty/2 ~7/2
+1/2 +7/2
2 2U
A, =Cp = T_ u(t) cos(kwyt) dt = T f cos(kwyt) dt
0 —7/2 0 —T/2
2U . (kwyT _ kwgt
o = g |91 (557) 505

. 2T
mit Wqg = T-—)
0

C_ZU (ke T
k=7 51n(7rT0)

d.h. alle k-Werte treten auf (1.-; 2.-; 3.-....Harmonische)

@) = arctan (?) = 0 fur alle k-Werte

k



ET lll-Kap.1.6-F7

Analyse periodischer nichtsinusférmiger Zeitfunktionen (3)

Beispiel: periodische Rechteckspannung

u(t)

u

2U0 T
Cy = o 51n(k7z-T—0)

Ifé_‘:_>t

T

Hintransformation: u(t) — U(w)

Amplituden-Frequenzspektrum fr ein Zahlenbeispiel

0.4

0*- Gleichanteil UTg=02 U=1V

Koeffizient Cy in V

01 2 3 45 10 11 12 13 14 15 20212223242526

-0,1

-0,2

k-te-Harmonische

Rucktransformation U(w) — u(t)

u(t) = Cy + Cy - cos(wgyt) + Cy - cos (Qwyt) + Cy, - cos(3wept) + -
wobei

_Zn

(1)0—_
To
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Analyse periodischer nichtsinusférmiger Zeitfunktionen (3)

Beispiel: periodische Rechteckspannung

04

0*- Gleichanteil HUTe=02 U=1V

Koeffizient Cy in V

10111213 14 15

20212223 242526

0,1

0,2

k-te-Harmonische

u(t) wird umso genauer
nachgebildet, je mehr
Harmonische bei der
Fouriertransformation
bertcksichtigt werden

Fall 1: Transformation bis zur 3. Harmonischen

Fouriertransformation einer periodischen Rechteckspannung bis zur 3. Harmonischen

Riicktransformation in den Zeitbereich

1 A Ty=10ms N /

N SR [\ /
21\ [\ /
21 [ /
I [\ /
T\ A~ A~
Y \J I \J

Zeitin ms

Fall 2: Transformation bis zur 14. Harmonischen

Fouriertranformation einer periodischen Rechteckspannung bis zur 14. Harmonischen

Riicktransformation in den Zeitbereich
14

1.2 ‘

To=10ms
u=1v
UTe=10,2

M

0.6

04

0.2

Spannung in Volt

I

I
I
I
|

—
I
et

T

-0,2

04

Zeit in ms

16 20
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Fourierdarstellung nichtperiodischer Zeitfunktionen

Problem: fur die Beschreibung nichtperiodischer bzw.
einmaliger Zeitvorgange (T — o) reicht
Summe harmonischer Schwingungen
diskreter Frequenzen nicht aus.
LOosungsansatz:

Fourierreihe geht mit e =cosat + jsinot in ein Integral
(kontinuierliches Frequenzspektrum) Uber, es gilt:

ZL-TF(a)) .e"dw - sog. Fourierintegral
/A

f(t)=
Die Bildfunktion (Fouriertransformierte) lautet dann:

F(w) :Tf (t)-e’dt und existiert, wenn

J|f ()t - endlich ist.

F(w) = Frequenzspektrum von f (t)

und ist i. Allg. komplex, d.h.:

F(w) enthalt Amplitude und Phase
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Analyse nichtperiodischer Zeitfunktionen

Beispiel: Rechteckimpuls

+7/2
F(w) = j u(t) - et de
-T/2
+7/2
Fw)=U j e Jwtdt
—-7/2

mit
1
je“xdx =—e%
a
mit
, wT wT
jwt/2 — —_ icin (—
e cos(2)+]sm(2)
und

, wT wT
_]w-[/z — _  iei -
e cos( > ) jsin( > )

bezogene Darstellung

Einfihrung einer bezogenen
Frequenz

/2 +1/2
%

F(a)) — l[e+jwr/2 _ e—ja)r/z]
jw

F(w) = Z?U sin(%)
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Analyse nichtperiodischer Zeitfunktionen

Beispiel: Frequenzspektrum — Rechteckimpuls
bezogene und absolute Frequenz

u(t)
N | |
an . .
Pl Rechteckimpuls mit
! P L. S unterschiedlicher Breite t
T

[ |

1|1

1|1

30 T= 0,1 ms
3 N N
= ravy
£
g 10 t=1ms
]
g ; : o . ‘
L 15 0 -5 5 10 15
e 10
E
o
2 20
[
bezog::le Frequenz

1

L

L. /\7‘“ -
R
|

1=1ms

bezogene Amplitude F(w)/Ut

o4
S r

Frequenz in kHz
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Analyse linearer Netzwerke bei nichtsinusférmiger
Erregung
Beispiel (RC-Schaltung) — ges.: u,(t)

Ug JuL R ta

e
Ty,

1. Schritt ~ Zerlegung der period. Rechteckspannung uq
mit Fourier-Reihenentwicklung

Amplituden-Frequenzspektrum der
Quellenspannung, uq(w) — Werte

2. Schritt Berechnung der Ubertragungsfunktion in der
komplexen Ebene (Betrag und Phasenwinkel)
fur ,ausreichend” breites Frequenzspektrum

Uak(®) —und @a — Werte

3. Schritt RUcktransformation in den Zeitbereich und
Uberlagerung
k=n

ua(t) = 2 ﬁak ) Cos(wkti(Pak)
k=1
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Analyse linearer Netzwerke bei nichtsinusférmiger
Erregung (2)
Beispiel: RC-Schaltung mit Zahlenwerten

[ |
o
N

c C=6uF; R=1kQ

«Om ]

0 <

Impulshéhe U =10 V
Impulsbreite t =5 ms

10V -
Periodendauer Tg = 10 ms

fo = 1/T0 =100 Hz
€ Sms > wo = 2n-fo = 628 st

Zuschalten beit=0

< 10ms —>

1. Schritt Co=U-—=5V
To

B, = C, = ——[1 — cos(k - m)]

k-m
fur ungerade k-Werte (k =1; 3; 5, ..):

c _2U
K" kem

fur gerade k-Werte (k= 2; 4; 6...):
Ck - 0
= arct Bi )— 90°
@) = arctan (Ak

fur alle k- Werte
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Analyse linearer Netzwerke bei nichtsinusférmiger
Erregung (3)
Beispiel: RC-Schaltung mit Zahlenwerten

Ergebnis 1. Schritt:

Amplitudenspektrum-Quellenspannung

6 o=k % 2nx fo

fo=100 Hz

Amplitude in Volt

k-te-Harmonische

0 1 3 5 7 9 M1 13 15 17 19 21 23 256 27 29

1. Schritt Berechnung von () und @a(w) fur k = 1:3;5;7...21
Ansatz:
U, R
U, gL
1 R—j wC
%
R _ 1
Ugk = Ugk * 1
2
J0+ G
sowie
Pak = Pqi + arctan(kaC)

31
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Analyse linearer Netzwerke bei nichtsinusférmiger Erregung (4)
Beispiel: RC-Schaltung mit Zahlenwerten

Ergebnis 2. Schritt:

K qu/V (puqklo Uak (paklo
0 5,00 0 0* 0

*1 6,37 -90 6,15 -75,16
3 2,12 -90 2,11 -84,95
5 1,27 -90 1,27 -86,97
7 0,91 -90 0,91 -87,83
9 0,71 -90 0,71 -88,31
11 0,58 -90 0,58 -88,62
13 0,49 -90 0,49 -88,83
15 0,42 -90 0,42 -88,99
17 0,37 -90 0,37 -89,1
19 0,34 -90 0,34 -89,2
21 0,30 -90 0,30 -89,28

-90

*Gleichspannungsanteil (0=0) wird Gber C nicht Gbertragen

3. Rucktransformation fir ug und u, unter Berlicksichtigung bis
Schritt | zur 21. Harmonischen (k = 21)

Netzwerksberechnung mit Rechtecksspannungs-Quelle
bis zur 21. Harmonischen

10

Spannung in Volt

-10 4

Zeitinms

Hinweis: u,(t) ~ i(t) — beim Aufladen/Entladen des Kondensators
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